
領域 D の 部分 の 体積を求めているコトに 等 しい
。

2重積分

Jptildyd意学↑鑿鬲蒗空間内にが曲面 で TM)お

へ

管をれせw}
問 I Point 与えられた Z = f ( x . y ) の 式 を Z について 解 き 2重積分 の 形式 で 表 す

☆ 早 ② = より Z =
-5 x - ②+ 2 また領域 D を D = { (xY ) OEX ≡ I ,

O ≡ YE 2 } とすれば

1 = ffpt- sx - z ± 2 ) dxdy

問。 Point 積分の順序 を指示通りに PDO α (4) の 形で行 う ( もちろん Sdy のときは λ は定数扱 S ¢ のときはは 定数扱"× φ )
与式 = f

。

'

{ {
.

'

ix- xy ) d × } dy = % [ sx ' -zxyI . 'dy =fo ' { ( - 2 y ) - ts - i } ) } dy
= {0 (号 - sy) dy = [ 号 5 -4yI 0 = - p =

8 -
9 =

9

問 3 Point 例 に従ってひたすら 計算: ( もちろん Sdy のときは X は定数扱 い Sd のときはは定数扱* y )
( い )

{

.

' {
o

' (cxey ) d × }dy =
.

'

[ xx " ] : dy = S . '
l

'

ty ) - ody = [ Y + IrI ' = 2 + 2 . 0 = 4

( ほ ) { { { tx } dy, ' xye = 1 [ Ixsidy = 」 I -: ) y d µ=[ Bys )-
4
. i n

Ʃ →
sinfy ) = -sinly}緻にる→ cosx = siny )品

( い S { {dx }dys
.

isn " n " = 」 。
芝

[
cos ×+y ) コ 長dy = - f

.

cos( us)-iosy )dy
=

mn %sn ' )- osy "

= [ - cosyesing ] . = 2

い S { 5 .*4i ixei =f . '[ e" jid×= Soe -Idx = [ exx コ . e - t-tto )=e

矩形

問 4 %int {定数定数{ (変数変数 fix") dy } dx で 積分領域が 以外の 複雑な形でも 計算ができる

い ) { .^ {
'

xdu } d×= ). ' [ xy ] dx = S. 'x 'd × = Ix ' I ' - $ [ 8 - 2 )=

( 2 ) {̂ 」
。

i 2y ) dy } ix = {
'

[

xy -y
-
. d ×=)z - x = [ xt * ] z= 0

( 3 ) {' { { tyrx d× } dy = {
.

'

tsyx コdy =
.z ( y ×- yx ĝo ) dy

= ュ S
,

'

8 y - y
4

dy = 5 [ 4y- By 5 ] . z [ 16 -- ( 4 - 5 ) ) = ③×5 =

29

0558
( 4 ) 5 { s * } d ."

2

x
= 5

. '
[

x

] .
学

'dy = 1 : e
"

dy
= IIes コ 。 = Ile- α )



問 5 PointY の 範囲を確認し領域 Dを不等式で示し問 3~4 の 形式 に持っていく
0

L φ≡ 0
Xty ≡ ( より

XtY ≡ I より Y ≡ - X + I であるから 領域 Dは次の 不等式で表 すことができる( ) I
O≡ X ≡ I

.
O ≡ Y ≤ - x + I したがって

…

アグラュより

式 = }
。
' {

{

" い d= fo ' c s% yy+Iys= fo' t- xt ) xti -xt)
d

= 5.xIx'

zxt 上 = I l- o ) " = ( ' ;
S

'

ax
'

tb × tcd×= L@
'

( β - α )
'

)

( 2 ) xy ≡よりy4 ≤ 4 -x すなわち -√下 a ≡ は≤√ 死であるから領域D は次 の 不等式で 示せる

{ x≤ . O ≡φ≡NI -Xしたがて2 2

.
隊 ≤
"

'アグラフより

式= { { 104
µ

} d×=} [ zy ]0=⇒ flix)ax = bx 2 f
:

4x'.
.

= [ x- sxs ]
0

=4
～

⑤

問 。 Point 解法
① 積分領域を不等式で示す ④① の 定義域を用いて ③に代入して

定義域 (入か ) だった 不等式を値
② 文字が含まれている 方 を φ= (orX = ) と 域 に 書 き 換える

関数で 示す (値域の方 ) ⑤ ① の 定義域 を 用 いてのの値域 に

③ λ= [ ony ) で 解 き 直 す
代入 して値域 (出力 ) だった不等式 を

定義域に 書 き換える

( 1 ) 与式から 積分領域 は次の不等式で表される
。

□ ミ X り , O
ミ
江 ー ……!
…

…
………

…

…;
定数変数

9 y : Ix
国示すると右のようになり (λ= 2 Yなので y = 1 xである) ×

↳ O ≡λ≡ 2 ↳ ≡ Y ≤Ix 1

支式 = 。' {Sxflxiyld}dy 定数 の ①数
とも 示 せるので

ty = 2 -ix

定数 変数
1( 2 ) 与式から 積分領域 は次の不等式で表される

。 ≡λ≤ , ≡≤0 2 1 2-zx
y

国示すると右 のようになり ( なのでである ) }= 2 - 1 y X =4-2y
Y

= 2 - IX

↳≤ x↳ ≤≤ c
も示 せるので≥2Yo

' X

2
X

与式 : f { ]fixy) dx }dy
,4 y

定数 変数



問 n Point 前問と同 じ ^
x = y

O ≡ Y ≡ I
,
Y ≡ X ≡ I であるから、領域 はのようになる

1

この領域は O ≡ X ≡ 1
.

O ≤ YEX
。

.
*

蔗
式 = f fex dx{ }.。

{

.{ e *iyI ' } d ×
= fxex'dx- [ ex'I。 = - 上( e -a )= 上 ( は- e )

問 8 Point 求める体積をV とする
。 積分領域を 不等式で表し 積分 を行う

。

求める体積をV とする
。 xty = 2より

。
Y = 2 - x あるから、領域は次の不等式で表すことができる 。C

O ≡X≡ 2
, θ≡φ≡ 2 - x この領域内 で Z = 4 - λ 2≡ O なので

= 1 。 ^
{

]

。* ( 4. x )dy }dx
1

, ' 14 - xy[
y

] 。
{

。

'[ 4- x)( 2 -x )dx
)

。

' (x : x: 4x + 8 ) dx

[ 市x4 - zx _ 2 x '÷ 8x ]
。

δ

= 4 - 6
.
8 + 16= - 16

t 24 =⑤

問 9 領域 Dを xty≡ a, xi 0
Y ≡ O とするとこの領域は次 の 不等式で示すことができる

。

()
O≡X ≡ A,O ≡ Y ≤√a -xzこの領域内 で Z Yz 0であるから求める体積 を Vとすると

11 = 21pydxdy 2 ^
{

)

。 a*dy }dx=2 ) 。 ^ [ipIox =01 a:xYdx =[a * - syI.
= Asa 3 = as

( 2) 領域 Dを x'ty≡ a' . x ≡
0 , Y ≡ O とするとこの領域は次 の 不等式で示すことができる

。

O≡ X ≡ A , O≡ Y ≡Nas .xzこの領域内 で Z ≡ 0であるから求める体積 を 4とすると√ as .xs

11 = 4 {)pNa- x , dxdy = 4f
。

^

{ 」 。Va .x -dy} dx= 4 」 。
^

{

Na - roy} cx
= 4 {

,

^

Vazx . [ Y ]
。

a -x '

dx = 4 f
。

^

( a- x
'

) dx

= 4 [ ax-5 xs]
0

a

= 4 ( a
3
- ba3 ) = 5 az



傾き

間 1 Point : Y - Ha ) = 十仰 ( x - a ) は Y = f
'

(a) を
mnnn nm

孔 軸 に関して 恐 、
Y軸 に関して tfa 移動 させた グラフ (式 )

→ Ha )
、
Ha )

、 a を 問題文 から 読み取る or 計算 → 代入
www. mm

傾き

(1)
~

2 1-a y -£ = 生 (ルーシ)
り さん咄臧) に池f(a) 8

Y = 12 九 -16
×

>・

_

拠) 12

Ha)
(2) Ch - 1 Y -1 = 2

_

( 九 十 人 ) •

た(9) 1
g = 2 x +34悊) 2

a

(3) a 元 Y t 1 = 0 ( x - E )
毬) - 1

坦 0

垣 。

「

(4) a -2

ぼ) e
-

Y -E = ETxtN
y = t +彭

かけ2 - 1なら

直交する !4

問 2 Point : 法線は 接線に 直交させたもの なので
V

- 1
Y 一 十 (a) =

圳 ( x - a ) ( o : f仰 x

- 1
= - 1 )

wum nm f
'

(a)

傾き

い) ft 1 に

法線 接線
Ha) 4 Y - 4 1 11 -H
T - 1 Ha)

、

拗 5
Y = txt 影 •

躞齋な

a

(2) ma
兀

ュ 圳 = 0 の とき
接線が Y = 定数埋 1

↓
0 法線はが 9 と なる た 事然

y

✗

変



( 開区間 aくつし く b)

間 3 Point : ある区間で 扱っ < 0 → 単調減少 抑っ。 → 単調増加

(1) 机 ) = - 4が -2=-14が+2) < 0 単調減少
上

(2) 折り = 1 - cosx = 1 - cos a > 。 単調増加
-1 全 10 9 つに 1

どの )( でも !

間4 Point : l f
'

け) = 0 となる 点 ( 山 or 谷 ) tf を探す 。

2 増減表 を 書く ref

(1) ⊖ f仇) = 4×+8=0 x = - 2

"バドf (X) 3

拍) - O + x < - 2 の とき 減少 ,
X 72 の とき 増加

2) ⊖ 物 = 6が -6×-12=0 九 = 2 , -1

"洲洴
'

f (X) 1 4 な

拍) + O - O +
x< - 1 , 1 > 2 の とき 増加
-1 〈 九 くん の とき 減少

(3) ⊖ 物 = 4で -43し = 4 1 ( II ) = 4 つし ( 北十 1) (I - 1 )

x = 0
,
± 1

" ドが淵ち (X) 2 3 2

拓) _ 。 + 。 _

。 +

りく なく 01 つく > 1 の とき 増加

ったい1.0 くつし く 1 の とき 減少
一一



問 5 Point ' t
'

( 1) = 0 となる 点 ( 山 or 谷 ) t.LI を探す 。

2 増減表 を 書く Etf 3 グラフ描画 Etf

極大→
"最大値

"

では なく
・グラフ の 山山

極小 →
"最小値

"

では なく
・グラフ の 谷山

(1) i f仇 ) = 3が-6✗ = 34 (X - 2 ) ⇒ x = 0 . 2

y
2

IT IT '
・

f (X) 1 -3 或く

折) t 0 - 0 +
フ

極大値 1 1つに0)
極小値 -3 (っに 2)

(2) い た九) = - 4が +4x = -4 九 ( 九 2 - 1 ) ⇒ x = 0 .
± 1

y

滃洞小興坳 + o - o + o - f※/月 、
極大値 1作 ±り
極小値 0 (っに 0 )

。

1 3 ) ・ 十仇 ) = 1 2で -24で = 12 ✗ 2 ( x - 1 ) ⇒ x = 0 , 1

ザげザち (X) 7 -9 ※り

牴) - O - O t

極大値 な。 粘も

極小値 - 9 1 つに 2)



問。 なか は九 十 a の 増減表 を 書く コト で 極大 、
極小 を

'

9
'

で 示す
。

y
'

= 3×
2
- 1 2 = 0 ← 九 = ± 2

グラフ の イメージ

がげザ ;
f (X) 9十 16 9- 1 6 a -16

坳 + o - o + fihyf
極大 極小 、 1

- 2 2

よって At 16>0,9-16<0 9>-16,9<16

正 貝 -16<9<16
、、

問 7 Point ' f
'

け) = 0 となる 点 ( 山 or 谷 ) tf を探す 。

2 増減表 を 書く Etf 3 グラフ描画 Etf

問 5 と 同様に ( 1 ) f
'

(X) = が+6✗ -9=0 x =が3

(2) 州 ) = 1 - 2 sin x = 0 sin 九 = 壬 孔 = 晋
、
品

最大値 極大値 13 ) f
'

1× 1 = 2× ビー ×ジ = ビ・ 九 ( 2 - I ) = 0 x = 0 , ± 2

最小値 極小値 14 ) f
'

N ) = 1 - が = 0 x = 1

い) ・

チン ?爾 最大値 1 2 (x- 1)

最小値 - 4 (x = 1 )
f仇) - O 十

円

こう 嚞 で 嚞 シ 長や 最大値 長 「3 に涪 )

最小値 品で3 作品)十 0 - 0 十

(3) ・

長 で 高鳳 最大値 長 に二 2)

坳 + o -
最小値 O (x = 0 )

(4) '

! こしぼ 最大値 0 1 つに 0 . 4 )

坳 - 0 + 最小値 - 1 (x = 1 )



問 8 1 1 ) S = BC × 頂点 A から BC に 垂 3 し た 垂線 × も
A 底辺 高 さ

九 十 1
× I =

2 ( つけ /

ーー

)
2

= (2 十 2九) × 2 ×

x X
D
、

G/2\ BE+EF十比
p

A

院 、

相似を 利用 して求め た !

x : x + 1 = 2 : ? つく > 0

肅 i c

(2) グラフ の 概形 を 書く ため に 増減表を 書く 。

f
'

(九) I 12 (九十1) 。 九 一 (九 十1)
2

) = I (1 + 1 ) ( 2 x - x - 1 )

= 気 ( X -11 ) (X- 1 )
1 、 、✗ O いし

九 = ± 1
圳 X 8

EX = 1km x
- o +

問g ( 1 ) Y = ビー ( x + 1 ) と おき 扒) = d - 1 = 0 → x = 0

、 、 、 O 、 、 、九

。 灊 りどー いけり

たい

扣 - o + i

最小値 つに 0 の とき O より

すべての 実数においてビ ミ ✗ +1

(2) y = X - tan
"

✗ と おき 折) = 1 - 、※ = 0 → x = 0

✗ 、 、 、 。 、 、 、

杣 0

扣 + o + Yieltaix
グラフ より

九 三 0 の とき ✗ 三十ば✗



間 、。 Point : ロピタル の定理 殻寺 = 段彭 を 用いる !

(1) km 4で +4九 8 (2) l.im 「
-

ピ
= l.im ど =

- 1

✗→ 1 が+64
=

I x → 0 x x → o

(3) l.im を05
、

功

✗→ 051055九
二 号

問い Point : ロピタル の定理 dim 寺 = 段彭 = dim を 用いる !
九→ メ ×→ ✗ g

'

3
い) l.im がろ
ー = l.im 6 九

✗→ 1 54
4
- 5 x → 1 2043

=

T

(2) l.im_が = l.im -6九
6

✗→ o sinx
= km一 = 6

✗→ 01-10511 x → 0 COS九

間 に Point : ロピタル の定理 殻寺 二 段喆 dim を 用いる !
九→ ✗ g

、

2X

(1) km 1 十 × 2
= km 2 × ( HX )

= km 2 + 4×
= km も +4

✗→ 00 , !× x → 00 けげ x → 00 2 九
x → 。。 2

= 2

(2) l.im lは九
= km

E
'

x → +。 で旭
二 km - 2 .がる

= 。
✗→ +0 m ✗→ +0



52
.

Point ! 関数の 平行移動 に扒) → y - q = f(KP) と 混同 しない ように しよ う
。

で
上 式は、 相対的に

「

グラフ」 では なく
「軸」 を 動かし て いる の で

も 軸 に tp は軸に +8 平行移動 さ せる のに
、

式 では -P 、
- G と なっ て いる 。

点 B は な平面上 の点 であり
、
OC AB 、 OA KCB である から 、 131.3.0-rc

z

点E は ZR 平面 上 の 点 であり
、
OA DE.EE/DG である から 、 た1.0.2-rc DE

h

点 F は DG EFI
、 BC /FG である から 、 片1.3.2-rc G

F
点G は yz 平面 上 の点 であり

、
OC DG 、 BC /所 である から 、GO.3.2_n.lt 。

北

C

B y

53
.

Point ! 各 (な or YZ or Zx )座標平面 に 垂線 を 下ろす → ( Z or N or y ) の座標 の値が 0 に なる
。

点 Q は Mr平面 上 の 点 である から 、 点Q の Z座標は 0

や P 13.1.2 )
点 Pから 垂線を 引い た点 であるから

、
点Q の た座標 と は座標は 点 P と 等しい 。

S
・ 劓・ R

したがって 、 Q3.1.net

点 R は yz 平面 上 の 点 である から 、 点 R の っし座標 は 0 cgi・! >

y
Q

点 Pから 垂線を 引い た点 であるから
、
点R の は 座標 と 2、 座標は 点 P と 等しい 。 x

したがって 、 RO.1.net

点 S は Z ル 平面 上 の 点 である から 、 点 S の は 座標 は 0

点 Pから 垂線を 引い た点 であるから
、
点 S の を 座標 と も座標は 点 P と 等しい 。

したがって 、

S3 、0.2-rc

54 Point ! 2点 ( た は 、 z) 、 ( かば、
Z
' ) の距離が (がっげ+ ( y - y行 (z -z ')

2

に なる こと を きちんと証明 し ておこ う
。

1 - 2 T -2 - 1
2

+ 3 + 1
2

= ftqtlbtt

二 26ns



55
.

Point ! 等しい もの 同士 の 関係 を イコール で結ぶ → Z に関する方程式を立てよ う 。

0 - 2 年
- 1 + 52+ Z t 3

2

= 6

4 +16 t ( Z +32=36

Z + 3

2

= 16

Z + 3 = 土 4

Z = 土4 - 3

i. た 1
、
-7

ーー

56
.

Point ! 平面ベクトル と同じ 考え方 です。

I.で = -1-1,4+3,1-0

= - 2
, 7 ,

1

-

I-で 二 -22+72+12

二Ee

2 2 で+3 で = 2 - 1 、4.lt 3 1 ,

- 3
、
O

= -2,8 、
2 十 3

, -9,0

ニ 1 ,
- 1
,

2_yye2.tt
3で = 12t - 1 を22

二

fee

57
.

Point ! か の 成分表示 が欲しければ (点 B の座標 ) - (点A の座標) を しよ う 。

沼 = 2 - 5
, 3 + 1 , - 4 - 1 覚え 方

• 後から前 を減算する
= - 3

、4 . -5
っと

・ お尻から頭 を減算 する

品 = 1 + 2 , - 4 - 0 . 8 - 3

= 3
.
-4.5
ーー

浦 -_-政成 より 、 平行四辺形
7ha



58
.

Point ! これまでの範囲 で学んだ内分 の 式 "がぽ
と変わらない

mtn

2 ・2 + 1 . 1 -4) 2 7+ 1 ・ 1 2い) +1.5

1 t 2.lt2.lt 2
= 0

、5.1-a 「
比を足した ものを分母に 、 比 を 互い違い に クロス し て 分子にて掛け算する 」

という ノリ
2 ・2 + 3 - 1 -4) 2 7+ 3 ・ 1 2い) +3.5 1 7

2
3 t 2 . 3 t 2 . 3 t 2

= 一 号 、 万事
_

59
.

Point ! この類 の文章 (条件 )付き図形問題は

図 に書き込む or 日本語に 対応する数学的な手続き の対応レパートリー を 増やす しかない !

慣れる と 図 に書き込む こと なく 回答 できるよう に なる !

(I) 点G は BCD の 重心であるから 、まででで高 =

3 3

-

B.
-.-
-.-

?謎-_-か
で

(2) 、
点 Pは 、 線分AG を 3 i 1 の 比 に 内分 する 点 だから 、

逌
G

T =

1河 +3浦 ・ とも

饆
E

3 + 1

1 で +3 -t
'ど

=

3 t 1

T +でど +で
ニ

4
-

60
.

Point ! 平面ベクトル と 同じ考え方 です
。

I.で = 1 . 3 t - 2 ・2 t 6 ・ 1

= 5ns

2 EE 4 .2 t 1 ・ 1- 2) +(- 5) - 3

±



6 1
.

Point ! 平面ベクトル と 同じ考え方 です
。

2 つ の ベクトル のなす角 を 0 と おく 。
( 0 E 0 Eた )

T = 2
2

+がい)2 = 1 4

で ニ トリ
2

+ 22+いが = 1 4

8で = 2 . ( -1 +32 t ( -1 e
- 3 = 7

Cos 0 =

でで
T で

7
=

14 ・ 14

港
3

2 T = 1
2
+ 02+い)2 = 2

T = 1
2

+ 12← =

6

I.で = 1 . ( -2 十 0.lt (-1.1=-3

でで
cos O =

T で

- 3
=

2 ・ 6

=

- 3

2 F

= 一 三

で
_

た



62
.

Point ! 平面ベクトル と 同じ考え方 です。

求める単位 ベクトルを でこ ( っし 、
Y , Z ) と おく と

、

T で こ 0 より 、 2 っしな + 3 Z = 0 . .
. 1

で で = 0 より 、
一つ( t 3 は +22-_- 0 . . .

21
より

、 y = - 2 x - 3 Z

2 に 代入する と 、

- た t 3 - 2 x - 3 Z t 2 Z = 0

- R - 6 K - 9 Z t 2 z = 0

7Z = - 7つ(

Z = - x

1 に代入する と 、

y = - 27( t 3 つ(

こ た

よって
、
で 二 つし

、 水 、
一つ(

二つ( 1 . 1
、
-1

これより 、
で ニ ( 1

.
1
.

- 1 ) と おく と
、
では で に 平行である 。

では 単位 ベクトル だから 、

に ± シ = さら いい-1--0
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Point ! この類 の文章 (条件 )付き図形問題は

図 に書き込む or 日本語に 対応する数学的な手続き の対応レパートリー を 増やす しかない !

慣れる と 図 に書き込む こと なく 回答 できるよう に なる !

1 I = 0や城域
3

0

T+ で + で
二

3
are I

で

も

2 病浦 - Ei i- -- - - - - - - - -

c

G

=EI ウ

より 、

汗 馮 =

たでで
、 EI

3

= ら たでで びで

こす だた が+ でびで +びででで

こう ー で たで そでででで

ここ で、 0ABC は 正 四面体 であるから 、

T = II
.

でただで

したがって
、

宿浦 = 0

ゆえ に 、 宿 が
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Point ! 平面ベクトル と 同じ考え方 です

。

I 求める 直線 を T = ( t.fi Z ) と おく と 、

( x , y ,
Z ) = ( 1 , 2 , - 1 ) tt (2/-4,5)

ン ( 1 + 2 t , 2 - 4 t.tt 5か

両辺 の成分 を 比較 し て 、

ル = 1 + 2も 、 まこ 2 ー 4ももこ -け 5もしもは実数
一neee

または

x - 1
=

y - 2
=

Z + 1

2 5

-

2
A ( -3,5 、 1 ) 、

B ( 3 , 4 ,
2 ) と する と

、

= ( 3 + 3 , 4 - 5 , 2 - 1 )

= ( b 、 -1,1 )

2点 A . B を通る 直線は 、点 A を通り 成 に平行だから
、

求める 直線 を T = ( t.fi Z ) と おく と 、

( x , y ,
Z ) = ( -3,5 、 1 t t ( 6 . -1.1 )

= ( - 3 t 6 t , 5 - t.tt )

両辺 の成分 を 比較 し て 、

ル = -3+6 も、 まこ 5 ー も
、 たけも しも は実鋓nssee

または

フ( t 3 y - 5

btnznyino
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Point ! 平面ベクトル と同じ 考え方 です。 角度 を 求めるので
、
方向ベクトル (直線で言う傾き的なもの )だけ分かれば良い 。

l , i
が 3

= ダ =

Z - 5

,
h : っ( t 2 =

は 一 千
二 部 と する 。

2 - 1 -2

2直線h.la の 方向 ベクトル を それぞれ で
、
で と する と

、

デ = (2,3/-1)
,

E = ( 1
, -2,3 )

だ と で の なす角 を 0 と おく と
、

で で
. . . 1cos O 二

式 で

ここ で、

で 二 十 ( - 1 )
2聞

= 14

で = にしが+32

=T

式で 二 2.lt 3 ・ 1 - 2) +い) . 3

= - 7

1 に 代入する と 、

7
cos 0 =T

た 0<=180 より
、
060
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Point ! 平面ベクトル と同じ 考え方 です。 角度 を 求めるので
、
方向ベクトル (直線で言う傾き的なもの )だけ分かれば良い 。

( cos 90た 内積 の定義 した の式) = 0 で立式 しよ う )

2直線 h.la の方向 ベクトル を それぞれ で
、
る と する と

、

ジニ し 4.6.3 )
、
る = ( 一 3、た 、

2 )

l 、 1 h である から 、
びと で のなす角 はだ

。

よって
、

びで = 0 である から 、

4 - -3 +6 ・ k + 3 ・ 2 = 0

- 12 +6kt 6 = 0

6k = 6

ii.

67
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Point ! 平面の方程式 G (か っし 。 ) th は な。 ) + c ( z - z 。) = 0 , M thy tcztd = 0 を 証明 し て おこ う 。

(1) ベクトル ( 2 、 -1.4 ) に 垂直 で点11,6 、
- 1 ) を 通るから 、

2 R - 1 - y - 6 t 4 Z t 1 = 0

2が 2 - y + 6 + 4 Z t 4 = 0

2 つしな + 4が 8=0

っこ
求める平面 は 、 平面 も +58-22=1 に 平行 である から 、

R + 5 8 - 2 z = た した は実数)

と おける 。

点 (-4.3/1) を 通るから 、

- 4 t 5 ・ 3 - 2 = k

k = 9

i. も +5 は𥫣



3 求める 平面 の 方程式 を 9も th 1 + CZ t d = 0 と おく 。

点 ( 1
,

2
,
3 ) を 通るから

、 ft 2 bit 3 et d = 0 . . . 1

点 ( 3
,
4 , 1 ) を通るから 、 3 9 + 4h + Ltd = 0 . . . 2

点 ( 0.3.8 ) を通るから 、 3 bit 8 ctd = 0 . .
. 3

2 - 1 より
、

29 t 2 h - 2 L = 0

9 th - c = 0

C = 9 th . . . 4

3 に 代入する と 、

3 bit 8 9 th t d = 0

3 b +89+8htd = 0

d = -8a - 11 h . . . 5

4
.

5 を 1 に 代入する と 、

ft 2 bit 3 9 th t -8 a - 11 h = 0

ft 2 h that 3 h - 8 a - 11 h = 0

49 + 6 b = 0

h = 一 弘

4 に 代入 する と 、 C =が

5 に 代入 する と 、 d = 一弘

したがって 、

an ay +施 一弘 = 0

ここ で 、 G = 0 と する と h = C = d = 0 と なる から 、 h も 0 である 。

よって
、
両辺を a で 割っ て 3倍する と

、

3が 2選
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Point ! 平面 の法線ベクトルは 平面 に 直交する 方向 を示すため 、
平面 の 方向 を 表すと 言っても過言 ではない 。

( 1 つ の平面に対して法線ベクトルは 2 つ に限定されるため )
P. 39 の 図 に あるように平面 の なす角 を 直接求めるの ではなく

、
法線ベクトル の なす角 を 求める 。

それは 平面 のなす角 と 等しい ので平面 の なす角が求まること になる 。

ベクトル ( 2 ,
6
,

- 3 )
、
( 4 ,
-9.1 ) は それぞれ の平面 の 法線ベクトル の 1つ である 。

この 2 つ の ベクトル のなす 角 を 0 と する と 、

Cos f =

2 ・ 4 + 6 - 1 - 9) + ( - ろ) ・ 1

2
2

+ 62 +トが 42+1-9に 12

- 49
=

7 . 7F

- E

0 = 1 3 5
°

より
、
1 80 - 0 =無

69
.

Point ! 間 17 の 知識を 用い て 方程式 を 立式 し て みよ う 。

ベクトル ( い た+1.5 )
、
( k , -4,2 ) は それぞれ の平面 の 法線ベクトル の 1つ である 。

この 2 つ の ベクトルが垂直 に なれば良いから 、

1.pt/kt1.f4)t52=Ok-4k-4tl0=03k=6
た
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Point ! 点 と平面 の距離 の公式を 導出 証明 チャレンジし てから問題 を 解こ う
。

(問題 を 解く こと は 式に数値を代入するだけなので大した勉強 にはならない )

1 - 0 t (- 4) -0+3'0+5
= -

5

1 4 ( -4)4 3
2 2 6

-

1 ・ 3 + (- 4) - 1 + 3 にリ+ 5
=
ei

2

1 4 ( -4)4 3
2 2 6

-

3
1 - 1 + 1- 4) で2) +3に6) +5

= _

4

にし -4 )午 が 26ns

7 1
.
Point ! 球のベクトル 方程式 を 導出 証明 チャレンジし てから問題を 解こ う

。

(問題 を 解く こと は 式に数値を代入するだけなので大した勉強 にはならない )

水 -2 たま - 4 )午 2-+32=5

って球の中心 と点 ( 3 , -2.1 ) の距離が球の半径 であるから 、

341-2141
2
= 9 + 4 + 1

= 14

したがって 、 求める球 の方程式は かな笠

3 球の中心 と点 ( 1.0.4 ) の距離が球の半径 であるから 、

( 1 + 2 )を( 0 - 1 )を (4 - 5 )
2

= fqtltlce

= 11

したがって 、 求める球 の方程式は しつけ 2片は-151

14
この 球の 中心は 、 2点 ( 2 , -5.3 ) 、

(4.3.1 ) の 中点 であるから
、
その座標は

( 2 + 4
- 5 + 3 3 + 1 ) = 3

,

- 1
、
2 )

2 / 2 、 2

この球の 半径は 2点 ( 2 , -5.3 ) 、
(4.3.1 ) を つないだ線分の 長 さ の 主 であるから 、

主 ( 2 - 4)を (-5-3)2+(3-1)
2

4 + 64 + 4

= 3に

したがっ て
、 求める球 の方程式は (が ろ )寺は+18𥫣
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Point ! 平面 とともに線形 ( 一 次 )独立 線形従属 と は何なのか
、 言葉で定義 を 語れる よう に 訓練 しよう 。

1 がぱ+ご- 4がな +82--4=0 平面
線形 ( 一次)独立 i

「
2 本の中 の どちら の 1本も 、

他 の 1本の

っに 4 つしばーな な+82--4=0 スカラー 倍 で表現 できない 」

で = set tE

が 2
2

- 4 + y - 1
2

- 1 + z +42-16-4=0 i
-

i
✗ -2 た y - 1

2

十 Z 「 4
2

= 25

で

!
諾

i. 中心 ( 2 . 1
、
-4

、 半径 5
-_-

線形従属
2 つにはなた 6 つ( - 4 Z + 5 = 0

で
-_- -.- -_- -_-

が+6×+5+22-42・ +5=0 I = sで

つい 3
2

- 9は十 Z -22-4+50

空 1間
つ( t 3 ijt Z - 2

2

= 8 線形 ( 一次)独立 i
「

3 本 の中の どの 1本 も 、 他 の 2本の

スカラー倍 と足し算 で表現 できない 」
i. 中心 ( 一3.0.2 、 半径-2gal

線形 (次 )独立 (空間 ) を 数式に する と 、

I. で
、
で が線形に別独立

だ +mini を 満たす実数 l , min の組み合わせは
、

ll
, m ,

n ) = 10.0.0) しか存在 しない 。

iii. !
II ! で非 球嵪

て i '

iii.-.- 」
、
i

'
' '

'

i.
-_-→ -

此

で

線形従属

一)

set t@

i
-

i

「

!
諸
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Point ! 平面 とも に線形 ( 一 次 )独立 ・線形従属 と は何なのか 、
言葉で定義 を 語れる よう に 訓練 しよう 。

交点 R は 直線 AG 上であるから 、
T = 0で tt沼 より

、

A

波 洞 tt 0で擂 )

= T + t
制で

、 姞
4

。
-
-
-
-
-
-
-
-
- - i -

-
-
-
-
-

-

- c

良
= I - Et A +槨 + きど . . . 、

B

また 、
R は 0

.
B
.
C を 含む平面上 の点 であるから

、

RestMI . . . 2

1
、

2 より
、

I - Et S +鋼 + 本 で WB + mi

T
.
'
.
0で は線形独立 である から 、

係数を 比較 し 、

| に秕
= 0

E = l

T = m

よって 、
t汗 、
l = 方

、
m す

したがって
、
成 = fで
-



間 、 168=8×21=23× 3× 7 ⑧ 一般的 に
よって 168の 約数は 2

" が が 王 = aなどの 時
で 王 の 約数の個数んは
2

1 3
° ク°

N=卬+ 1)(GII)(MI )
2
2

3
1 7 1 ※なぜ1を足すかというと 0乗がカウントされているから渾

2
3

4 × 2 × 2 = 16 → 16通り

間2 ⑧ より 1114×3×5=60 60個 。 (2) で(つた1) = ピ(MI) (x-1)
よって 4× 2×2 = 1 6 16個、、

間 3 式変形する と 3 台 1 6 - 49 となり まの 選び方は 北 = 1 の とき るはな 12 12通り
E2 の とき Jは 3台 8 8通り
つに 3 の とき るはま全 4 4通り
よって 12+8+4=24通り

"

間4 3は = W とおき 間 2 と 同様にすると
W = 12 - 3を となり wの 選び方は 北 = 1 の とき W は W = 9 as ✗

た= 2 の とき W は W = 6 ->
つに 3 の とき W は W = 3 is r自然数れを 2つ の 自然数の和で示したい ときの パターン数→ n-1通りなので

の i (3 , Z) = (81) 1 7 、2) ( 6 . 3) (5, 4) (4. 5) (3 、6) に 、7) ( 1 .8) → 8通り
Pi 同様に → 5通り

→ 2通り } 15通りr :

間 5 大 ニ 中 × 小 を Z= y ×x (Z, 3.x€6 ただし ついなえ は自然数) と する と

で 12 3456 よって 14通り
1 V V2 V v

2 V V NX X X

3 2 V × × × ×

nRn って ?4 V × × × × ×

5 V X X X X X みつのものからMつ 取り出して並べるので

6 v × × × × ×
樹形図を考えるのと同じだ繇

1つめ 2つめ 3つめ みつめ

ひ通り
× M -鉛 M-2 ×いい ×M-mt 1

通り 通り

間 6 (1) 5名 = 5×4×3=60 に) 叨4 = 7×6×5×4=840

(3) 6 R = 6 (4) 6 % = 6 ! = 720

繫
・・

se 喜
・

一、

"

選べば 選ぶ程
減うい×ジ !○ss

・

~ ~~ ~~ ~ ~

・ ・
・

・ ・ 吉 × 6~

・
→ sous

• 。 oon



間7 ( 1 ) 3 ! = 3 ×2 × 1 = 6 (2) 4 ! = ( 1 ) の答え ✗ 4 = 24
(3) 10に 9 ! = 10 (4) n ! テ (n -2) ! = n × (n -1) = が一 n

間 8 まず両端が母音となるように固定する a 〇 〇 〇 〇 e

後は内側の 〇 4つ に 子音4つを取り出して 並べる ので 〇〇〇〇 への 子音配置パターンは岷 = 4!
しかし 90000e 以外にも e 00009 の 母音が両端にくる パターンもあるので
も) 2×4に 48通り a

並び換えて重複した分割る
間 g い) 6号分の部屋から3つ選ぶ (並べなくて良い)が

その3つの内で3人が順列で並ぶので 6局 ÷ 3 ! × 3 ! = 120通り
に) 6号分の部屋 の 内 3つをほとまり とする 。 ○ 化〇〇仰 〇 よってこれは

例、○が どの位置かで4通り
、
3人が 内

3つ分 で どういう 配置になるかで313=3 !

お24×31=24通り

間。 大 申 小 間 1 1 1人目 2人目 3人目 4人目

6×6×6=63 = 21 6 21 6通り
3 × 3 × 3 × 3

= 81通り間に 2進数で 10 ケタ の 表現方法 と同義 で = 1 0 24

1 0 × 9× 8 7× 6間 1 3 1 1 ) IOC 3 =
3 ×2 × 1

= 1 20 (2) ク C2 = 2 × 1
= 2 1 1 3) クG = (2) = 21

(4) nC1 = f = N ( 5) n Cm = 1

間 14 non-r =
n ! n ! n:

1が)! (n.mn !
ニ

! ト!な
二

r!cnn.inCr

8× 7× 6 6×5

間は ( 1 ) 8 C 3 =

2 × 2× 1
= 56 (2) g C3 × 6G = 56 × 2 × 1

= 840

6 × 5 6 × 5 × 4
= 20個間 、 。 ( 1 ) 線が 6G =

2 × 1
= 15本 三角形 : 6 C 3 =

3 × 2 × 1

8 × 7 × 6 ×5問 17 左辺 =

4×3 × 2× 1
= 70 石辺 = 礐、

十 2 × YYY t ※
54×計3

= 15+40+15 証明終○
= 70

(2)

✓
1つで考える

。

8 !
=

8 ・ 7 ・ 6 ・ 5 ・ 4 ・ 3 ・ 2 ・ 1問は 4 ! 3 ! 1 ! 4 ・ 3 ・2.3.2.1
二 280 間 19 DD ED D.gg

6 !
=

6 5奴も 1

3 ! 2 ! I ! MIN 1
= 60通り

5 !
3.2.1

= 20通り
3 ! I ! / !

=
54321

~ ~ ~ ~ ~

次ページ に
い について.my

mn

ノ

(頂点口の中から し頂点口の中から
の選ぶからね。) 3 つ選ぶからね。)

÷



間。 ( 1 ) 男女 無差別 に 6人を 円順列で並べると (6-1) ! = 1 20通り

に) 円順列なので (3 - 1) ! × 3 ! = 12 通り
Turner un

を男子を も 男子の位置が決まる と

円順列 で8 好は 円順列でなくなる。

間21 ( 1) (AH )
6

=
6GO.it 6 C 5じ じ +6649412 +6G燄+6た だけ+64915+6 CoEt

6.5.4
= d + GE+ 蟵ぎ! alt 3 . z . ,

d + 釘 92+ 69 + 1

= d+6ど+1594+2093+1592+6a +1

(2) (Qt 3 b)た 比49413が+41393.13 b) +412 「 d 。 1 3が +4G . a . (加)
3

+4C。 d 。 (3が
= 9年 12db +54dB+108dB+81 が

(3) (x- 1 )
ワ
= クG.で + 叱ばいが+705妃が十 叱げぱ+叱ろでしげ+吃だげ+ 叱けいプ+ クC。 だい
= 北晰などがでた どが、砂 が+ !で 、

5た※が+7 九 - 1

= がが+21×5-35が+35た 21た 71/-1

3 5745# が問い ( E - 2が 8なぽにり) 二 犍 1
×

地 も もも
× ばか

=
- 14がお おて生

畬
「紐。

7

1〇 理 1④
<

し
フッな ○ 」

て 男子が固定さ
れると

各席 が
「モガイ」を

持つ
でしょ ?

A.B.Cm.mn から 2つ選ぶ
→ 組み合わせ

n Cm と はい ?
っ 圭で換え

n Cm =

ひ Pm

mPmet 坐 (ab ) (ha) も 同じ !

(鬱熱こが豁心.com/ygyflT'pmO 例 に → (A .
B) CB 、 いい州

) Cではカウントしない ! ! !

3R → (A 、 B) CB 、
C ) (CA )

重複カウント を
'

1
'
として 扱っている

。 STAT鋼 (幽悌


